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Wczesny wszechswiat Swiadectwem
chaotycznego zachowania?
Filozoficzne implikacje chaosu deterministycznego
w modelach kosmologicznych

ABSTRACT. Early Universe as the Witness of Chaotic Behavior? Philosophical Implications of
Deterministic Chaos in Cosmological Models

In the paper we show the relevance of the chaos theory as an effective conceptual tool in modern
cosmology. We examine cosmological models of mixmaster’s type and we show that chaotic
behavior occurring in those models during the reconstruction of an early phase of the Universe
evolution reveals the implication on the effect of unpredictability. That feature of unpredictability
and even insolvability concerns certain aspects of the dynamics in the systems with respect of
theirs long term behavior (like the Universe). We show that kind of motion described in a mathe-
matical language of dynamical systems can be equivalent to a Turing machine.

KEY WORDS: chaos theory, cosmological models, dynamical systems, philosophy and methodol-
ogy of modern cosmology

1. Wstep

Odkrycie chaosu deterministycznego odbito si¢ szerokim echem w na-
uce i filozofii [Stauffer, Stanley, 2000; Tempczyk, 1998; 2002]. Wcze$niej
zjawiska chaotyczne byly znane w fizyce statystycznej i modelowane, jak
na przyktad ruchy Browna, przez procesy stochastyczne. Rowniez astro-
nomowie znali zlozone chaotyczne zachowania trajektorii planet w bada-
niu tak zwanego ograniczonego zagadnienia trzech cial oddziatujacych
grawitacyjnie (male cialo w polu grawitacyjnym dwoch ciat). Rdznica
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miedzy ztozonosécig dynamiczng ukladow badanych przez fizyke staty-
styczng a uktadami mechaniki nieba polegata na tym, ze w tych pierw-
szych zlozono$¢ dynamiki jest konsekwencja ztozonej natury samego
uktadu (duza liczba molekut, duza liczba ciat itd.), natomiast w tym dru-
gim uktad jest z natury prosty w tym sensie, ze liczba oddziatujagcych mas
jest niewielka, a dynamika jest opisywana przez niskowymiarowy uktad
dynamiczny. Powiedzieliby$my zatem: ,,proste jest ztozone”, co jest meta-
fora stwierdzenia faktu, Ze juz proste uklady fizyczne, majace kilka stopni
swobody, mogg si¢ charakteryzowaé ztozonosciag dynamiczna.

W konteksécie odkrycia deterministycznych uktadow dynamicznych
wykazujacych ztozone zachowanie chaotyczne rodzi si¢ naturalne pytanie:
czy w takim razie nie otwiera si¢ mozliwo$s¢ modelowania ztozonej rze-
czywisto$ci za pomocg prostych deterministycznych uktadow? Takie zja-
wiska jak turbulencja, zmienno$¢ kurséw akcji na gieldzie, zmienno$¢
zjawisk pogodowych etc. mozna by opisywac za pomoca prostych deter-
ministycznych regul w ramach jednolitego schematu pojg¢ 1 twierdzen.
Warto postawi¢ w tym kontek$cie pytania: Czy odkrycie zjawiska chaosu
deterministycznego przyniosto rewolucje w metodologii modelowania?
Czy u podstaw ztozonej rzeczywisto$ci, jaka obserwujemy, kryje si¢ pro-
stota, czy tez jest to jedynie nasz sposdb opisu rzeczywistosci, jej modelo-
wania za pomocg prostych modeli, ktore wtasnie odkrylismy? Naszym
celem nie jest dyskutowanie tych kwestii, ale zwrocenie uwagi na fakt, ze
uktady pochodzenia relatywistycznego, opisywane przez Ogdlng Teori¢
Wzglednosci (w skrocie OTW), sa chaotyczne w innym sensie niz uklady
mechaniki klasycznej, ktorych dynamika jest opisywana przez teori¢
Newtona. Obie te teorie opieraja si¢ na innych grupach symetrii formuto-
wanych w ich ramach praw. Roznica wynika z odmiennej roli, jaka od-
grywaja czas i przestrzen w obu tych teoriach. W teorii Newtona czas jest
absolutny, a prawa fizyki sg niezmiennicze wzgledem grupy Galileusza,
natomiast w OTW prawa sa niezalezne od wyboru uktadu wspétrzednych,
a czas i przestrzen tworza obiektywny byt o strukturze czasoprzestrzeni.

W kontekscie kosmologii relatywistycznej, ktéra opiera si¢ na OTW,
jest szczegolnie interesujace, ze ewolucja wszechswiata w otoczeniu tak
zwanej osobliwosci kosmologicznej ma prosty model, w ktérym pojawia si¢
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zlozone chaotyczne zachowanie o wlasnosci chaosu deterministyczne-
go. Jednak to zachowanie jest chaotyczne w pewnym wezszym sensie
niz w przypadku uktadoéw klasycznych, ktorych definicj¢ podat Wig-
gins. Nic w tym dziwnego poniewaz koncepcja chaosu wyrosta na gruncie
uktadéw mechaniki klasycznej, a kontekst ukladow relatywistycznych
wzbogaca to zjawisko o pewne nowe aspekty.

Przejdzmy teraz do krotkiego opisu zjawiska chaosu. Jezykiem mate-
matycznym, odpowiednim do jego opisu, jest geometryczny jezyk prze-
strzeni fazowej. Jest to przestrzen, ktorej elementami sg stany ukladu
w ustalonej chwili czasu. Mogg one by¢ reprezentowane przez wektor
stanu uktadu x(t) = [X1(t),..., Xa(t)] 0 n sktadowych numerowanych indek-
sami dolnymi. W przestrzeni fazowej ewolucja uktadu (zbior jego stanow
w kolejnych chwilach czasu ¢) jest reprezentowana przez krzywa o rowna-
niu parametrycznym:

X(t, Xg) = D(xo), (1)

gdzie X, jest stanem poczatkowym, a @ jest odwzorowaniem, ktére przy
ustalonym xq przyporzadkowuje jednoznacznie w chwili t punkt w prze-
strzeni fazowej. Odwzorowanie ®(X,) jest nazywane strumieniem. Stru-
mien (zwany tez potokiem), gdy @, jest rézniczkowalne, jest ogodlnym
modelem procesu deterministycznego [Arnold, 1975, s. 56].

Przez uktad dynamiczny rozumiemy uktad rownah rozniczkowych
0 postaci:

Z=x=f 2)

dat

gdzie f'jest funkcja rozniczkowalng (gladka), x jest wektorem (nie bedzie-
my juz zapisywac x czcionka pogrubiong, przyjmujac, ze jest to wektor o n
sktadowych), a kropka oznacza rozniczkowanie po czasie t. Uktad (2) za-
wiera informacje, ze predkos¢ przemieszczania si¢ punktow wzdhuz krzy-
wej fazowej x(t, Xo) jest pewng funkcja f stanu uktadu w chwili t.

Z teorii rownan rdzniczkowych wynika, ze zatozenie gladkosci funkcji f
gwarantuje, ze rozwigzanie rownania rézniczkowego o postaci x(t, Xg) po
pierwsze istnieje, a po drugie — jest jednoznacznie okre§lone przez waru-
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nek poczatkowy x. Konsekwencja tego jest, ze przez kazdy punkt prze-
strzeni fazowej przechodzi pewna $ciSle okreslona krzywa fazowa, za$
krzywe fazowe nigdy nie moga si¢ przecigé. Zauwazmy, ze rozwigzanie
uktadu dynamicznego (x(t, X¢)) jest funkcjag dwoch zmiennych: czasu oraz
warunku poczatkowego Xg.

W réznych obszarach zastosowan funkcja f{x) bedzie okreslona przez
konkretne zastosowanie, natomiast teoria uktadow dynamicznych abstra-
huje od tego, jaka konkretng forme funkcja f{x) przyjmuje. To powoduje,
ze jezyk uktadow dynamicznych staje si¢ uniwersalnym jezykiem opisu
dynamiki dowolnego uktadu z dziedziny, ktora nas interesuje. Stan uktadu
x moze opisywac stezenia substancji biorgcych udzial w rekcji chemiczne;,
populacje gatunkéw w ekologii, ale takze wielko$ci charakteryzujace ewo-
lucje Wszechswiata.

Podstawowym zadaniem tej teorii jest badanie struktury przestrzeni fa-
zowej. Te strukturg budujg rozwigzania reprezentowane jako obiekty geo-
metryczne. Obok wspomnianych rozwigzan reprezentowanych przez
krzywe fazowe, istniejg w niej rozwigzania osobliwe, ktore otrzymujemy
przez przyrownanie wszystkich prawych stron uktadu do zera, tj.:

Vifi(xy, X ey Xp) =0, 3)

gdzie = fi(),i=1, ...,

Rozwigzania te sg reprezentowane w przestrzeni fazowej przez tak
zwane punkty krytyczne. Sg one stanami asymptotycznymi uktadu. Moga
one by¢ punktowe, moga by¢ takze krzywymi zamknigtymi lub zbiorami
krytycznymi. Z punktu widzenia teorii ukladow dynamicznych interesuje-
my si¢ strukturg przestrzeni fazowej, ktéra organizuja krzywe fazowe,
punkty krytyczne reprezentujgce stany asymptotyczne uktadu. Wazne jest,
ze dla scharakteryzowania tej struktury nie musimy explicite zna¢ postaci
jawnych rozwigzan.

W przestrzeni fazowej, gdy f(x) jest nicliniowg funkcja i n > 3, moga
pojawi¢ si¢: ztozone chaotyczne zachowanie trajektorii, struktury fraktalne,
nieskonczona liczba niestabilnych orbit okresowych — ogodlnie ztozonosé¢
dynamiczna.
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Podajmy teraz precyzyjna definicje zjawiska chaosu deterministyczne-
go w sensie Wigginsa [2013], na ktorg skladaja si¢ dwa elementy: wia-
sno$¢ nadwrazliwej czutoséci stanu ukladu ze wzgledu na mate zmiany
warunkow poczatkowych oraz wlasnos¢ topologicznej przechodnio$ci
gwarantujaca, ze trajektorie posiadajg wtasno$¢ rekurencji.

DEF. Czulo$¢ rozwigzan ze wzgledu na male zmiany warunkéw po-
czatkowych (sensitive dependence on initial conditions, SDIC w skrocie)
[Wiggins, 2013, s. 608].

Niech 4 bedzie zwartym inwariantnym zbiorem potokéw ¢, na R". Po-
tok ¢, posiada wlasno$¢ nadwrazliwej zaleznosci (czutosci) od warunkow
poczatkowych (SDIC) na A, jesli istnieje takie 6 > 0, ze dla wszystkich
x €A i dla wszystkich €>0 istnieje takie ye 4 1 t>0, ze ||x—y|| <¢
1lodx) — o)l > .

DEF. Topologiczna przechodnio$¢.

Potok J, na R" jest topologicznie przechodni na zwartym, inwariant-
nym zbiorze 4, jesli dla kazdego zbioru otwartego U, V € A istnieje takie
t>0,ze p(U)NV+Q.

Uwaga. Jedli A zawiera orbity, ktore sg geste w A (tj. domknigcie orbit
jest rowne A4), woéwczas potok jest topologicznie przechodni na 4.

DEF. Chaos deterministyczny.

Potok ¢, jest chaotyczny na zwartym, inwariantnym zbiorze A4, jesli (i)
¢, posiada wtasno$¢ SDIC; (ii) ¢, jest topologicznie przechodni na 4.

Zilustrujmy witasnos¢ czutosci nieliniowego uktadu dynamicznego ze
wzgledu na zmiany warunkéw poczatkowych na prostym przykladzie
uktadu dynamicznego dyskretnego. Zakladamy, ze stan uktadu w n-tym
kroku jest opisywany przez liczbg¢ z przedziatu otwartego (0,1) poprzez
pewng regute majacg charakter $cisle deterministyczny

fix,— x,41=2x, (mod 1)

1 w ten sposob ze stanu poczatkowego xy € (0,1) poprzez kolejne jego ite-
racje przy pomocy f definiujemy kolejne stany uktadu: xo, fxo), ff(x0)), ...
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Zatozmy, ze xo zapiszemy w systemie dwojkowym, tj. xo= 0, x1xox3,
..., gdzie kolejne cyfry rozwinigcia dwojkowego bierzemy jako 0 lub 1, tj.
x; € {1,0}. Zdefiniowana reguta otrzymywania kolejnych stanow z po-
przednich moze by¢ przettumaczona na prosty przepis: wez liczbg x
1 pomnoz ja przez 2; nastgpnie odrzué jej pierwszy wyraz rozwini¢cia (mod
(1) oznacza odrzucenie liczby catkowitej 1). W wyniku zastosowania regu-
ly jedna iteracja oznacza utrat¢ 1 bitu informacji, natomiast po N iteracjach
zostaje utracone juz N bitdw informacji. Zatézmy teraz, ze liczbe x, znamy
z doktadnoscig do N miejsc, wtedy po N iteracjach nie bedziemy posiadac
zadnej informacji na naszej liczbie, np. czy nalezy ona do przedziatu
(0, 1/2) czy przedziatu (1/2, 1). To, do ktérego z przedziatdéw wpadna ko-
lejne iteracje xo, asymptotycznie jest zjawiskiem losowym, analogicznym
do zjawiska rzutu moneta.

Wykazanie, ze dynamika uktadu jest chaotyczna w sensie Wigginsa,
jest niezwykle trudne (udaje si¢ to zrobi¢ zaledwie dla kilku ukladéw,
a czasami dowod, jak w uktadzie Roslera, jest wspomagany numerycznie),
dlatego tez czesto korzysta si¢ w tym celu z metod numerycznych, liczac
tzw. wyktadnik Lapunowa, entropi¢ informacyjng etc. [Shuster, 2005].

Szczegblnie popularne jest wyznaczanie warto$ci wyktadnika Lapu-
nowa, ktéry mierzy usrednione tempo rozbiegania si¢ bliskich trajektorii
uktadu dla bliskich trajektorii i jest definiowany nastgpujaco:

 dim $in(lx@1D
S PO TR ©
gdzie ||x(?)|| jest dtugoscig wektora separacji taczacego punkty na bliskich
trajektoriach, ktorym odpowiada ta sama warto$¢ parametru ¢ odmierzane-
go wzdluz trajektorii, [|x(0)| jest poczatkowym wektorem separacji,
o ktorym zaktadamy, ze jego dtugos¢ dazy do zera.

Dla uktadow liniowych wyktadniki Lapunowa sa po prostu czesciami
rzeczywistymi macierzy linearyzacji uktadu. Stad ich warto$¢ dodatnia
bedzie oznaczaé niestabilno$¢ uktadu. Wyktadniki Lapunowa s3 we-
wnetrzng wiasno$cig catego ukladu. Twierdzenia Oseledeca dajg Sciste
matematyczne podstawy teoretyczne dla obliczenia tej wielkosci dla ukta-
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déw nieliniowych. Gdy granica (5) istnieje i jest dodatnia, wowczas usred-
nione tempo rozbiegania si¢ bliskich trajektorii jest proporcjonalne do
czyli odwrotno$¢ wyktadnika Lapunowa ma wymiar czasu i moze by¢
interpretowana jako pewien czas charakterystyczny, po ktérym poczatko-
wa nieoznaczono$¢ warunkow poczatkowych wzros$nie e-krotnie. Ponie-
waz dla uktadow fizycznych warunkéw poczatkowych nigdy nie znamy
z nieskonczong doktadnoscia, btad, ktéry popelniamy w jego wyznaczeniu,
bedzie sie propagowat bardzo szybko (eksponencjalnie), co oznacza, ze
asymptotycznie dla ¢t — oo trajektorie beda zachowywac si¢ w sposob lo-
SOWY.

2. Chaos deterministyczny w modelach kosmologicznych

Relatywistyczne modele wszech§wiata sg konstruowane z pierwszych
zasad na bazie Ogo6lnej Teorii Wzglednosci. Rownania pola sg skompliko-
wanym uktadem réwnan rézniczkowych czastkowych oraz nieliniowych,
dla ktérych znamy pewne rozwigzania dla szczeg6lnych przypadkow, przy
zatozonych symetriach czasoprzestrzeni. W zastosowaniach kosmologicz-
nych istnieje jednak wazna podklasa czasoprzestrzeni, ktorych ewolucja
w uniwersalnym czasie kosmologicznym sprowadza si¢ do przypadku
uktadu dynamicznego. Gdy zalozymy, ze przestrzen jest jednorodna lub
jednorodna i izotropowa, to ewolucja takiego wszech§wiata daje si¢ zredu-
kowa¢ do uktadu o postaci (2), dla ktérego w rézny sposdb mozemy doko-
na¢ wyboru parametryzacji zmiennych stanu uktadu (x(t)).

Dalej skupimy uwage na podklasie modeli jednorodnych BIX i BVIII
(inaczej modeli Bianchi), ktére sg uogolnieniem modeli odpowiednio za-
mknietych i otwartych. Modele te, zwane modelami Mixmaster, zostaty
zaproponowane w kontek$cie rozwigzania problemu jednorodnosci i izo-
tropii wszech§wiata. Dzisiejszy wszech§wiat w wysokim stopniu jest jed-
norodny 1 izotropowy (a wigc jest opisywany bardzo szczegdlnym mode-
lem, ktéry, w klasie modeli jednorodnych, tworzy zbidor miary zero);
chociaz w poczatkowej fazie ewolucji byt on silnie niejednorodny i izotro-
powy, w epoce rekombinacji (dla z, = 1000) rozmiar horyzontu byt 26-10°
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lat $wietlnych, co implikuje, ze dzisiaj dwa punkty na sferze niebieskiej
odlegle o wigcej niz 2° tuku nie powinny nic ,,0 sobie wiedziec”;
0=>0+z) t—tr, czas rekombinacji 1, = 10'* — 10"s. Tymczasem wszech-

$wiat widziany w danym kierunku oraz antypodalnie posiada identyczne
wlasnosci.

Charles Misner zaproponowat modele Mixmaster jako rozwigzanie za-
gadki jednorodnosci i izotropii wszech§wiata [Szydlowski, 1997, s. 49—
—73]. Postawit hipoteze, ze w trakcie kosmicznej ewolucji w wyniku pro-
cesoOw dyssypacji (na przyktad kwantowego procesu kreacji par elektron-
pozyton) nastepowato ttumienie anizotropii i informacja mogta by¢ wielo-
krotnie wymieniania pomigdzy punktami przestrzeni, co w konsekwencji
doprowadzito do obserwowanej dzisiaj zaniedbywalnej anizotropii, ktora
w przeliczeniu na anizotropi¢ temperatury promieniowania reliktowego
T Wyn051 —=10"°

Najprostszym jednorodnym modelem kosmologicznym jest model pta-
ski. Metryka czasoprzestrzeni takiego modelu jest uogolnieniem modelu
ptaskiego, ktoérego ewolucja jest opisywana przez jedng funkcje czasu a(t).
Model ten jest nazywany modelem Bianchi I; przestrzen jest ortogonalna
do osi czasu, tj. czasoprzestrzen jest produktem kartezjanskim RxR’, gdzie
R’ jest 3-przestrzenia euklidesowa (X, y, z). W trzech kierunkach gtéwnych
X, y, Z ewolucja czasoprzestrzeni jest rézna i jest opisywana przez trzy
czynniki skali a(t), b(t) i c(t). Metryka przestrzeni jest niezmiennicza
wzgledem translacji, tj. grupy przeksztalcenx > x+a,y >y +pf,z—>z+7,
gdzie a, B, y = const. Jednym z pierwszych rozwigzan réwnan Einsteina
bylo rozwigzanie Kasnera dla przypadku prozniowego (pusty Wszechswiat
bez Zrédla pola grawitacyjnego). To rozwigzanie jest niezwykle proste
1 ma postac:

a(t) = agt™®", b(t) = bot™, c(t) = cof™ , (6)

gdzie ay, by, ¢y sg statymi tak jak py, pa, p3 zwane wyktadnikami kasnerow-
skimi, ktore nie sg niezalezne i spelniaja dwa wigzy:
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Zi3=1pi = i3=1pi2 =1 (7

Modele Bianchi (IX) i Bianchi (VIII) sa rowniez modelami jednorod-
nymi, ale o zakrzywionej przestrzeni. W otoczeniu osobliwo$ci poczatko-
wej oba te modele sg nieodréznialne, natomiast odroznia je dtugotermino-
we zachowanie, dlatego ich wiasnosci, gdy analizujemy zachowanie
czynnikéw skali a(t), b(t) i c(t), sg identyczne, gdy objetos¢ przestrzeni
o Va?b?c? zmierza do zera.

Poniewaz trzy wykladniki kasnerowskie spetniaja dwa warunki wie-
zO6w, wygodnie bedzie je sparametryzowac pojedynczym parametrem u w
nastepujacy sposob:

-u 1+u u(1+u)

= = = 8
Pr=hm P2 T T P3 T T ®)

gdzie zastosowano uporzadkowanie wyktadnikow p; < p, < ps. Gdy para-
metr u > l,wéwczas—§Sp1 <0,0<p, S%,%Sm <1

Z kolei, gdy u < 1, otrzymujemy te same wartosci wykladnikéw kasne-
rowskich, poniewaz:

p1(3) = 22 12 (5) = 2. ps (3) = ps(w) (10)

Oczywiscie w przypadku modeli Mixmaster rozwigzania kasnerowskie
nie bedg $cistymi rozwigzaniami, ale okazuje si¢, ze ich ztozona dynamika
moze by¢ doskonale przyblizona przez seri¢ epok kasnerowskich parametry-
zowanych przez parametr u. Odkrycia tego dokonali Belinski, Khalatnikov
oraz Lifshitz [1970, s. 525]. Mozliwe jest zbudowanie teorii perturbacyjnej,
w ktorej jawne rozwigzania Kasnera odgrywac beda role aproksymacji
zerowego rzedu, a zaburzeniami beda czlony przestrzennej krzywizny.

W ten sposob zostal uzyskany efektywny opis ewolucji czasoprze-
strzeni w poblizu osobliwo$ci poczatkowej t — 0 w terminach serii epok
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kasnerowskich, gdzie przej$cie od jednej do kolejnej nastgpuje poprzez
wymian¢ wyktadnikow Kasnera p;(u). Ten opis jest uniwersalnym opisem
zachowania czasoprzestrzeni niejednorodnej i anizotropowej, gdy dodamy
rotacje osi gldéwnych w kierunkach ortogonalnych: 7, m, n. Trzy trojwy-
miarowe wektory, rozne od wektorow kierunkowych osi x, y, z, definiuja
kierunki, wzdtuz ktorych przestrzenne odlegtosci zmieniajg si¢ potegowo
w czasie t: a = tP,, b = tPm ¢ = tPr. Niech dalej p; = p1, Pm = D2»
DPn = P3, tj. atP1, btP2  ctP3, czyli wszechswiat kurczy si¢ w kierunku
wektora 71 oraz 71 natomiast ekspanduje wzdtuz kierunku I

Perturbacje krzywiznowe sprawiaja, ze zmienne a, b, ¢ przechodzg do
nowej epoki kasnerowskiej: a o< tP1, b o tP2, ¢ « tP3, w ktorej wyktadni-
ki Kasnera sg wymieniane wedtug regut:

/ |p1l / -2|p1l-p2 _/ p3—2|p4l
PU= o Pm ™ oy P T 1y ©)

Stad efekt zaburzenia spowodowat zastgpienie epoki kasnerowskiej
przez inng i uyjemny wyktadnik t zostat przetransponowany z kierunku [ na
kierunek m. Podczas tego przej$cia funkcja a(t) osigga maksimum, a b(t) —
w tej samej chwili — minimum, podczas gdy trzeci czynnik skali c(t) mono-
tonicznie maleje. Tym samym poczatkowo malejacy czynnik skali b bedzie
rost, podczas gdy pozostale czynniki skali a(t) i c¢(t) malejg. Poprzednio
rosngce zaburzenie powoduje przejscie od epoki kasnerowsklej oplsanej
zestawem wykladnikoéw Kasnera (py, pa, ps) do zestawu (p; , p>, ps ), za-
czyna by¢ thumione i zanika do zera. Wowczas inne zaburzenie zaczyna
rosng¢, powodujac zastgpienie jednej epoki kasnerowskiej inng.

Na wykresie pokazano wynik numerycznego catkowania uktadu Bian-
chi (IX). Na osiach X i Y zaznaczono odpowiednio Int, oraz Ina®, Inb?,
Inc*. Wynik calkowania pokazuje, ze dynamika jest dokladnie poskladana
z kawatkéw linii prostych reprezentujacych epoki kasnerowskie. Wykres 1
ilustruje jak precyzyjnie prawdziwa dynamika jest aproksymowana serig
epok kasnerowskich.
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Ryec. 1. Wynik catkowania numerycznego dynamiki modeli Mixmaster

Na wykresie przedstawiono na osi Y, w skalach logarytmicznych loga-
rytmy naturalne czynnikow skali: 2In a, 2In b, 2In c. Na osi X odmierzany
jest log t, gdzie t jest czasem kosmologicznym. Jak mozna zobaczy¢ na
wykresach ewolucja trzech czynnikéw skali w trzech kierunkach gltéwnych
(x,y,z) jest reprezentowana przez linie proste (epoki kasnerowskie). Wy-
kres catkowania numerycznego doktadnych rownan pokazuje, jak trafnym
jest przyblizenie ewolucji Wszech$wiata w otoczeniu osobliwosci poczat-
kowej serig epok kasnerowskich.

Reguta odbicia ujemnego wyktadnika Kasnera moze by¢é wyrazona w
jezyku parametryzacji pi(u). Jesli p; =pi(u), pm=p2(u), pn=p2(u), .
ujemny wyktadnik jest wzdtuz kierunku Z, to nastgpi jego odbicie na kieru-
nek m i wtedy:

p/=p,(u—1),pp =p1(u—1),p;, =ps(u—1).

Przerzucanie ujemnego wyktadnika kasnerowskiego pomiedzy kierun-
kami [ i m bedzie kontynuowane tak dtugo, dopoki czesé catkowita u nie
zostanie wyczerpana, tj. u stanie si¢ mniejsze od jednosci. Wowcezas u < [
zostanie przetransformowane do nowej wartosci u > [. Wtedy jeden
z wyktadnikéw p; albo py, przyjmie warto$¢ ujemna i p, bgdzie mniejszy
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od dwoch dodatnich wyktadnikow (p, = p2). Kolejna zmiana wyktadnikow
bedzie polega¢ na zmianie miedzy kierunkami 71 i [ albo 7 i 7.
Reasumujac, realna dynamika jest kodowana przez parametr

u okreslajacy rozwigzania Kasnera. Jesli uktad startuje z epoki kasnerow-
skiej charakteryzowanej parametrem poczatkowym uy, nastgpuje po niej
seria epok kasnerowskich uy -1, uy -2, ..., az do wyczerpania czesci
calkowitej ug, tj. do Ugppcowe = Uo — [Uo], gdzie [...] jest symbolem czesci
catkowitej danej liczby. Wtedy uktad przechodzi do nowej ery,
w ktorej nastgpuje wymiana wyktadnikéw Kasnera od wartosci uy —
[uO] - uo—[uo]

Przyktadowo, niech uy = 4,321, woéwczas dynamika jest kodowana cig-
giem: 4,321..., 3,321..., 2,321..., 1,321..., 0,321..., 1/0,321 = 3,12...,
2,12..., 1,12...,0,12..., 1/0,12, itd.

Dthugosci kolejnych er (mierzonych liczba wystepujacych w niej epok
kasnerowskich) sa kolejnymi cyframi rozwini¢cia uy, w nieskonczony uta-
mek tancuchowy:

= Upoczat.» Ktora jest wigksza od jeden, itd.

1
3+a.
1
1
1
8+

uy = 4321 =4+

3+

3. Chaos w ukladach pochodzenia relatywistycznego

Roéwnolegle do przyblizenia BKL modeli Mixmaster Ch. Misner podat
tzw. hamiltonowski opis ich dynamiki. W tym obrazie ewolucja Wszech-
$wiata jest nasladowana przez ruch czastki znajdujacej si¢ wewnatrz trdj-
katno-podobnych §cian, od ktérych si¢ odbija. Odbicia nie przebiegajg tak
jak odbicia sprezyste w zagadnieniu bilardu, gdzie czgstka swobodna odbi-
ja si¢ od §cian, poniewaz $ciany dodatkowo oddalaja si¢ od siebie.

1 . V5-1 . . , L
Na przyktad liczba — > Zwana ztotym podzialem, ma nieskonczone rozwinigcie

w ulamek taficuchowy 1 + 1+11 =11,

1
g
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O.1. Bogoyavlensky zaproponowat nowy formalizm hamiltonowski dla
opisu modeli Bianchi i pokazat, ze dla tej klasy modeli w przestrzeni fa-
d(abc) . dF

zowej mozna zdefiniowaé monotoniczng funkcje: F = o S 0 na

mocy réwnan Einsteina [Bogoyavlesky, 1985]. Z istnienia tej funkcji wy-
nika brak wlasno$ci topologicznej tranzytywnos$ci. Pokazuje to réwniez
praca R. Cusmana i J. Sniatyckiego [1995]. Z tego wzgledu uktady relaty-
wistyczne (takze modele Mixmaster) nie podpadaja pod definicj¢ Wigginsa
klasycznego chaosu. Dynamika modeli Mixmaster jest bardziej rodzajem
procesu chaotycznego rozpraszania, gdy wiekszo$¢ ruchu jest catkowalna
i tylko krotkie okresy rozpraszania trajektorii czynig dynamike ztozona.
Zauwazmy, ze roéznego typu popularne narz¢dzia detekcji chaosu,
jak wyktadniki Lapunowa, entropia Kolmogorowa-Synaja i inne nie
sg niezmiennicze wzgledem reparametryzacji czasu. Wyktadniki Lapuno-

dat

wa liczone numerycznie w tzw. czasie synchronicznym 7 : P dt dazg

do zera, jak w przypadku uktadow catkowalnych. Istnieje problem inwa-
riantnego opisu chaosu, ktory w uktadach relatywistycznego pochodzenia
przejawia si¢ poprzez istnienie struktur fraktalnych w przestrzeni fazowej —
brzegi zbiordéw atrakcji dajg wskazniki chaosu niezalezne od parametryza-
cji czasu [Cornish, Lewin, 1996, s. 998].

ZYozono$¢ dynamiczna moze by¢ rowniez wyrazona za pomoca poje-
cia niecalkowalno$ci uktadu. Mozna pokazaé, ze modele Mixmaster sg
niecalkowalne w sensie nieistnienia mereomorficznych calek pierwszych
[Maciejewski, Jean-Marie Strelcyn, Szydtowski, 2001, s. 1728,]. Jest to
wniosek o charakterze egzystencjalnym: dynamika jest ztozona w tym
sensie, ze nie istnieje dostateczna liczba catek pierwszych (F(Xl, X% .., x")
= const), oczywiscie w rozpatrywanej klasie funkcji, ktore pozwolityby na
przedstawienie rozwigzania (trajektorii), jako funkcji zadanej za pomoca
pewnego wzoru. Jest to informacja niezalezna od reparametryzacji czasu,
mogaca by¢ wskazowka, ze problem wyznaczenia trajektorii ze swej natu-
ry moze nie by¢ wykonalny.

Uktady relatywistyczne, w ktorych wystepuje chaos, wykazuja wila-
sno$¢ nadwrazliwej czutosci na mate zmiany warunkoéw poczatkowych, ale
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przestrzen fazowa (takze konfiguracyjna) na ogdt nie jest zwarta albo
ograniczona i trajektorie takich uktadow nigdy nie beda powracaé, tj. nie
posiadaja one wlasnosci rekurencji. Dla wystapienia zjawiska mieszania
niezmiennicza miara musi by¢ zwarta, co nie jest spelnione dla uktadoéw
relatywistycznych. Jesli rozwazamy ruch czastek w czasoprzestrzeni mo-
deli kosmologicznych, to musimy pamigta¢, ze ich metryka jest nieokre-
$lona i posiada sygnature Lorenza.

WspomnieliSmy, ze Misner zaproponowal formalizm hamiltonowski
dla opisu dynamiki modeli Mixmaster. Dla uktadow hamiltonowskich
(zachowawczych) zachowujacych gladkie miary, gdy przestrzen fazowa
jest zwarta, ta miara jest skonczona. W przypadku uktadéw hamiltonow-
skich jest to miara Lebesque’a Iub Liouville’a na powierzchni statej ener-
gii. Dla ukladéw hamiltonowskich zachowania regularne i chaotyczne
koegzystuja w przestrzeni fazowej. Zjawisko to byto numerycznie odkryte
przez M. Henona i O. Heiles’a w 1963 r. w ich pionierskiej pracy i jest
wiele przyktadow na to, ze jest ono typowe dla uktadéw hamiltonowskich,
chociaz $cisty dowdd tego faktu nie istnieje [Strelcyn, 1991, s. 331-345].

W teorii ergodycznej mozna znalez¢é hierarchi¢ chaosu w uktadach
hamiltonowskich [Berkovitz, R. Frigg, F. Kronz, 2007, s. 661-691].

4. Implikacje chaosu dla nieprzewidywalnosci

Chaos deterministyczny jest zjawiskiem odkrytym w uktadach deter-
ministycznych i uktady z chaosem pokazujg explicite, ze te dwa pojecia:
determinizm 1 chaotyczne zachowanie trajektorii w przestrzeni fazowej
(oraz zwigzana z nim nieprzewidywalno$¢) nie pozostajg w stosunku do
siebie w sprzecznosci. Istniejg uktady, ktore sa jednoczesnie chaotyczne,
a ktorych trajektorie w przestrzeni fazowej wykazujg ztozone zachowanie
chaotyczne. Stad naturalne staje si¢ pytanie: jakie sg nowe implikacje cha-
osu dla nieprzewidywalnosci? Pytanie to zostato podstawione przez Char-
lotte Werndl [2009, s. 195-220]. Zaznaczmy, ze odpowiedz Werndl odno-
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si si¢ do klasycznego chaosu uktadéw mechaniki klasycznej. Stawiamy
teze, ze mozna udzieli¢ analogicznej odpowiedzi w odniesieniu do kosmo-
logii oraz modeli opisujacych ewolucje wszechswiata w otoczeniu osobli-
wosci poczatkowej. Ten nowy kontekst implikuje nowe wnioski, ktore
uzupetniajg rozwazania Werndl.

Do czegsto powtarzanych w ksigzkach popularnych mitéw nalezy
stwierdzenie zwigzane z chaosem deterministycznym, ze w dlugookreso-
wym zachowaniu uktadu (praktycznie po czasie charakterystycznym /1[31,,)
niemozliwe jest przewidywanie zachowania uktadu, ktoéry traci swo-
ja pamie¢ o warunkach poczatkowych i jego zachowanie staje si¢ losowe.
Werndl przeprowadza staranng analiz¢ chaosu w jezyku przedmiotowym
teorii uktadow nieliniowych i odpowiada na wazne pytanie o nowe impli-
kacje chaosu dla nieprzewidywalno$ci wykazujac, ze:

1) Chaos moze by¢ zdefiniowany poprzez pojgcie mieszania trajek-
torii’.

2) Dla predykcji jakiegokolwiek zdarzenia w przysztosci wszystkie
przeszie zdarzenia sa w sensie probabilistycznym (z punktu widzenia war-
to$ci oczekiwanej) bez znaczenia, a wlasno$¢ mieszania posiada naturalng
interpretacj¢ jako pewna szczegdélna forma przyblizonej probabilistycznej
nieistotno$ci, ktora jest formg nieprzewidywalnosci (przesztos$é jest bez
znaczenia dla obecnego statusu uktadu).

Teza Werndl jest wigc nastgpujaca: nowa implikacja chaosu dla nie-
przewidywalnosci jest, ze dla predykcji jakiego§ zdarzenia na dowolnym
poziomie doktadno$ci wszystkie przeszie wydarzenia sg w przyblizeniu
probabilistycznie nieistotne®. Uwazamy te teze za szczeg6lnie interesujaca,
ZWazywszy na zamieszanie, jakie istnieje w odniesieniu do implikacji cha-
osu dla nieprzewidywalnosci. Autorka w tym konteks$cie przytacza pogla-

? Uktad posiada wiasnosé mieszania, jesli prawdopodobienstwo znalezienia punktu P na
trajektorii w obszarze B po jego wyjsciu z obszaru A jest proporcjonalne do iloczynu miar
objetosci obu tych obszardw: m(A)m(B). Zobacz: Arnold, 1975.

* Teza w brzmieniu oryginalnym: I proposed a novel answer: a new implication of
chaos for unpredictability is that, for predicting any event at any level of precision & > 0, all
sufficiently past events are approximately probabilistically irrelevant. Chaotic behavior is
multi faceted and takes various forms. Yet, if the aim is to identify a general new implication
of chaos for unpredictability, I think this is the best we can do. [Werndl, 2009, s. 217].
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dy J. Lighthilla oraz P. Weingartner [Lighthill, 1986, s. 35-50], [Weingart-
ner, 1996, s. 47-88].

Zauwazamy, ze odpowiedz Werndl, jakkolwiek bylaby blyskotliwa,
pozostaje nieadekwatna w kontekscie ukladow relatywistycznych (modeli
wszech$wiata), poniewaz uklady pochodzenia relatywistycznego nie po-
siadajg wlasnos$ci mieszania z powodu ztamania warunku topologicznej
przechodnio$ci. To sprawia, ze nie bedg one posiada¢ wlasno$ci mieszania
trajektorii w przestrzeni fazowej. Z drugiej strony uktady te wykazuja zlo-
zone zachowanie trajektorii w przestrzeni fazowej, w ktorej pojawiajg si¢
struktury fraktalne.

5. Nowe implikacje chaosu dla nieprzewidywalnosci
ukladow relatywistycznych

Modele Mixmaster (B IX i B VIII w klasyfikacji Bianchi) posiadaja
wlasnosci uktadu ztozonego dynamicznie, ktéry w otoczeniu osobliwos$ci
poczatkowej mozna aproksymowaé serig epok kasnerowskich poprzez
przyblizenie BKL. Wiadomo o tych aproksymacjach, ze posiadajg one
cechy uktadu chaotycznego w sensie klasycznym. W obu modelach BIX
i BVIII, gdy rozwazamy ruch uktadu w otoczeniu osobliwosci poczatkowej
abc — 0 dziata opis BKL i istnieja numeryczne argumenty za tym, Ze jest
to dobre przyblizenie zlozonej doktadnej dynamiki tych modeli. Istnieje
jednak zasadnicza r6éznica w dlugoterminowym zachowaniu modelu BVIII
i podawane sg argumenty za tym, ze chaos znika [Barrow, Gaspar, s. 1809—
—1822, 2001]. A zatem, chociaz prawa teorii grawitacji sg symetryczne
wzgledem zwierciadlanego odbicia w czasie zjawiska (w tym przypadku
chaos), opisywane przez rozwigzania OTW moga roznicowaé przesziosé
od przysztosci [Gaspar, 2004, s. 2085-2094]. Dlugoterminowe zachowanie
czynnikéw skali a, b, ¢ w modelu B VIII jest chaotyczne, wigc te modele
odrézniajg przysztos¢ od przesztosci [Gaspar, 2004, s. 2093]. Jest to uni-
kalna cecha uktadéw ogdlnie relatywistycznych.
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Gaspar 1 Acquaviva podajg heurystyczne argumenty za tym, ze tego
typu uklady jak BVIII posiadaja stopien nieprzewidywalnosci silniejszy,
niz ma to miejsce dla uktadow chaotycznych, a mianowicie ztozona dyna-
mika takich kosmologicznych modeli jest nierozstrzygalna. Uktady te
jako$ciowo sg pordéwnywalne do maszyny Turinga w tym sensie, ze, nawet
gdy warunki poczatkowe dla trajektorii beda doktadnie znane, ewolucja
uktadu bedzie nierozstrzygalna w sensie Godla [Gaspar, Acquaviva, 2012,
s. 65]. Fizycy znaja tego typu uktady z takg zlozonoscig. C. Moore pokazu-
je, ze ruch czastki w trojwymiarowej barierze potencjatu jest rownowazny
maszynie Turinga (and so can be capable of universal computation) [Mo-
ore, 1990, s. 2354-2357]. Uklad ten posiada silniejszy typ nieprzewidy-
walno$ci niz ma to miejsce dla prostych (niskowymiarowych) ukladéw
chaotycznych. W tym uktadzie ,,nowy” stopien jego dynamicznej ztozono-
$ci jest powigzany z nierozstrzygalnoscia pewnych wilasnosci uktadu.

Gaspar 1 Acquaviva podajg argumenty za tym, ze ztozono$¢ dynamicz-
na uktadow mechaniki klasycznej i einsteinowskiej teorii grawitacji sg
roznego typu. Nowy typ ztozono$ci dynamicznej zwigzany z nierozstrzy-
galnosciag w modelu BVIII jest powigzany z czasowg asymetrig rozwigzan
BVIII. Gaspar uznaje, ze o ile newtonowska grawitacja nigdy nie prowadzi
do nierozstrzygalno$ci dotyczacej wlasnosci dynamiki; ma to miejsce dla
B VIII, gdzie parametr krzywizny Weyla i inne skalary stajg si¢ nieograni-
czone dla dhugoterminowego zachowania uktadu [Gaspar, Acquaviva,
2012, s. 65].

6. Wnioski

W pracy dokonaliSmy analizy zjawiska chaosu deterministycznego
uktadéw pochodzenia relatywistycznego w celu zbadania, jakie sg impli-
kacje chaosu dla nieprzewidywalno$ci uktadu. Zagadnienie, jakim sg im-
plikacje chaosu wystepujacego w klasycznych uktadach, byto juz wcze-
$niej podjete przez Werndl na tamach British Journal for the Philosophy of
Science. Jej analiza jest niezwykle uzyteczna, poniewaz wokot zjawiska
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chaosu i jego implikacji dla nieprzewidywalno$ci uktadu narosto wiele
mitoéw, ktore zreszta w pracy zostaty przytoczone.

Werndl, po pierwsze, zdefiniowala precyzyjnie chaos w terminach
wlasnosci mieszania trajektorii w przestrzeni fazowej (wlasnos¢ mixing), a
po drugie, na tej podstawie udzielita odpowiedzi na pytanie, jakie sa nowe
implikacje chaosu dla nieprzewidywalnos$ci uktadéw deterministycznych.
Propozycja Werndl nie odnosi si¢ jednak do uktadow relatywistycznych,
gdyz ich dynamikg rzadza einsteinowskie rownania pola grawitacyjnego.
Takim uktadem jest wszechswiat, ktérego struktura wielkoskalowa jest
zdominowana przez oddziatywanie grawitacyjne.

Wilasnosci obserwowanego wszech$wiata rozpoznajemy, konstruujac
ich modele. Jednorodne i izotropowe modele Mixmaster sklasyfikowane
przez Bianchiego jako BIX i BVIII dobrze opisuja ewolucj¢ wszech§wiata
W otoczeniu osobliwo$ci poczatkowej, a takze zachowanie w otoczeniu
realistycznych osobliwos$ci wewnatrz czarnych dziur, kolaps grawitacyjny
etc. Dla tych ukladow znaleziono przyblizony opis dynamiki w poblizu
osobliwosci za pomocg tak zwanych epok kasnerowskich [Landau, Lif-
szyc, 1971, s. 435]. Dynamika wszech$§wiata, aproksymowana przez seri¢
epok kasnerowskich, posiada wlasnosci uktadu chaotycznego w dobrze
okreslonym sensie. Jednakze, chociaz przyblizenie BKL posiada cechy
uktadu chaotycznego, trzeba pamietaé, ze znane sg uktady, ktorych przy-
blizenie posiada cechy uktadu chaotycznego, natomiast uktad doktadny
jest regularny i calkowalny.

Gdy badamy doktadng dynamike modeli Mixmaster, to okazuje si¢, ze
te uktady nie posiadaja cechy topologicznej przechodniosci, ktora gwaran-
tuje rekurencje trajektorii, b¢dacej powodem wystgpienia mieszania. Ukta-
dy relatywistyczne naleza do uktadow, w ktérych ma miejsce rozpraszanie
chaotyczne, pojawiajg si¢ struktury fraktalne, natomiast nie wystepuje
mieszanie trajektorii. Wiasnos$¢ topologicznej tranzytywnosci jest jednym
z warunkow, ktére pojawiaja si¢ w definicji Wigginsa przytoczonej
W pracy.

W pracy zwrocilismy uwage na model BVIII, dla ktorego istnieja ar-
gumenty, ze analogicznie do BIX jest chaotyczny w poblizu osobliwosci
poczatkowej 1 regularny dla pdznych czasow. Jest to niezwykle interesuja-
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cy uktad, poniewaz pojawiaja si¢ sugestie, ze wystepujagca w nim ztozo-
no$¢ dynamiczna jest silniejszego typu, niz ma to miejsce dla prostych
uktadéw z chaosem. Ten uktad jest porownywalny do maszyny Turinga
W tym sensie, ze nierozstrzygalne pozostajg cechy tego uktadu w przyszto-
$ci, nawet gdy warunki poczatkowe znamy precyzyjnie. Wszech§wiat mo-
ze by¢ zatem modelowany przez nieprzewidywalny i nierozstrzygalny
uktad w aspekcie jego dlugoterminowego zachowania analogicznie do
uktadu dynamicznego badanego przez Christophera Moore’a.

W ukfadach dynamicznych nieprzewidywalno$¢ zachowania ukladu
jest zwigzana z czuto$cig uktadu nieliniowego ze wzglgdu na mate zmiany
warunkow poczatkowych. Gdy obszar dopuszczalny dla ruchu trajektorii
bedzie skonczony, to bedziemy mie¢ do czynienia z mieszaniem trajekto-
rii. W przypadku uktadéw klasycznych, poszukujac odpowiedzi na pyta-
nia, jakie sa implikacje zjawiska chaosu dla nieprzewidywalnosci zacho-
wania uktadow, Werndl znalazta odpowiedz, definiujac chaos w pojeciach
wlasnosci mieszania trajektorii. Takie ujecie chaosu jest intuicyjnie zro-
zumiate, poniewaz wyobrazamy sobie w przestrzeni fazowej trajektorie,
ktére si¢ rozbiegaja, ze wzgledu na wiasnos¢ ich czulosci, na mate zmiany
warunkow poczatkowych w przestrzeni zwartej albo skonczonej. Poniewaz
trajektorie w przestrzeni fazowej nigdy nie moga si¢ przecinaé, zaczynaja
si¢ w niej mieszac, wypelniajac ja w gesty sposob. To jednak nie dotyczy
uktadéw relatywistycznych, ktorych trajektorie w przestrzeni fazowej
z natury nie wykazuja wlasnos$ci mieszania, poniewaz trajektorie nie majg
wlasnosci powrotu. W szczegolnosei dla takich uktadéow nie da sie¢ skon-
struowa¢ tak zwanych przekrojéw Poincarego. W przypadku modelu
BVIII moze zaistnie¢ sytuacja, ze nawet jesli znamy warunki poczatkowe
z nieskonczong dokladnos$cia, to pewne aspekty dynamiki nie beda roz-
strzygalne.

Naszym zdaniem S$cista odpowiedz na pytanie: ,,Czy wszech$wiat opi-
sywany przez uktad dynamiczny B VIII posiada cech¢ uktadu ztozonego
dynamicznie o wlasno$ci nierozstrzygalnosci dtugoterminowego zachowa-
nia?” jest $cisle zwigzana z naszym zrozumieniem problemu koegzystencji
dla uktadéw hamiltonowskich pochodzenia kosmologicznego. Dopiero
wowczas, gdy zrozumiemy, w jaki sposdb w przestrzeni fazowej zachowa-
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nia regularne koegzystuja z chaotycznymi (zjawisko dyfuzji Arnolda, po-
legajace na przenikaniu trajektorii przez fraktalny brzeg rozdzielajacy te
uktady), bedziemy mogli rozstrzygnaé, czy wszech$§wiat jest §wiadectwem
chaosu o wlasnosciach nieprzewidywalnos$ci maszyny Turinga.

Appendix
— podstawowe pojecia teorii ukladéw dynamicznych

1. Portret fazowy

Kluczem do opisu dynamiki uktadu jest zbudowana przez Poincarego
koncepcja portretu fazowego uktadu dynamicznego:

k== f) (10)

gdzie feC® jest funkcja gladka, x € R”, x = {x,..., X"} jest wektorem o n
sktadowych.

Pierwszym krokiem w konstrukcji portretu fazowego jest zbudowanie
geometrycznego modelu zbioru wszystkich mozliwych stanow uktadu, tj.
przestrzeni stanow uktadu; albo zbioru x(t, Xo) stanéw uktadu w dowolnej
chwili ¢ dla wszystkich warunkow poczatkowych x.

Historia realnego uktadu moze by¢ reprezentowana jako pewna krzywa
w przestrzeni stanow uktadu:

t—x (¢, x0) (11)

dla ustalonego xo, zwana rowniez potokiem fazowym.

Zgodnie z definicjg (10) krzywa ta posiada okreslong styczng (pred-
ko$¢). Zbior wszystkich krzywych fazowych dla wszystkich mozliwych
warunkow poczatkowych nazywamy portretem fazowym ukladu dyna-
micznego. I odwrotnie wektor pola [f'(x), ..../"(x)] definiuje pewien uklad
dynamiczny na rozmaitosci jako trajektorie, bedace krzywymi catkowymi
tego wektora pola. Przestrzen stanu (fazowa) w ogolnosci nie musi by¢
przestrzen kartezjanska, ale jest pewna rozmaito$cia rézniczkowa. Celem
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jakos$ciowej teorii uktadow dynamicznych jest zbadanie dynamiki (ruchu)
z pominigciem jego cech ilosciowych. Wazne s3 stany asymptotyczne
uktadu, stabilno$¢ ruchu, etc., a nie jawne rozwigzania.

2. Atraktor

Trajektorie wychodza ze zbioru granicznego o i wchodza do zbioru
granicznego Q, oprocz separatrys, ktore podchodza dowolnie blisko zbioru
granicznego.

Zbior przyciggania zbioru granicznego to zbidr wszystkich warunkow
poczatkowych, z ktorych startujace trajektorie osiagajg zbior graniczny Q.

Zbior odpychania zbioru granicznego to zbior wszystkich warunkow
poczatkowych, z ktorego wychodzace trajektorie osiggaja zbior graniczny
przy odwroconym kierunku czasu.

Cykl graniczny — niepunktowy zbior graniczny €, ktory posiada zbidr
przyciagania i odpychania.

Atraktor — zbior graniczny z otwartym zbiorem przyciggania.

W uktadach dynamicznych modelujacych pewna sytuacje eksperymen-
talng mam jedno-jedno odpowiednio$¢ pomiedzy deterministycznym ukta-
dem fizycznym i uktadem dynamicznym.

Tabela 1. Deterministyczny uklad fizyczny, a jego model dynamiczny

Uktad fizyczny Uktad dynamiczny
Stan rownowagi ZDbidr graniczny
— w przesztosci — zbidr a
— w przysztosci — zbidr Q
Ruch uktadu Trajektoria w przestrzeni fazowej
Kierunek czasu Strzatka wzdtuz trajektorii
Przesztos¢ uktadu przed osiagnieciem stanu ZDbidr przyciagania zbioru gra-
roéwnowagi nicznego
Przysztos$¢ uktadu po osiagni¢ciu potozenia Zbior odpychania zbioru granicz-
réwnowagi nego
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Poniewaz prawdopodobienstwo znalezienia warunkow poczatkowych
dla detekcji zbioru granicznego jest proporcjonalne do objgtosci jego zbioru
przyciagania — atraktory sa eksperymentalnie wykrywalne. Zbior graniczny
jest prawdopodobny, jesli objetos¢ zbioru przyciagania zbioru granicznego
(znormalizowana do objetosci przestrzeni fazowej) jest liczbg r6zng od
zera.

Otwarte zbiory posiadaja dodatnig miare, ale nie kazdy zbior o mierze
dodatniej jest skonczony. Pewne zbiory graniczne moga by¢ prawdopo-
dobne, nie bedac atraktorami. Zbiory graniczne posiadajgce zerowej miary
zbidr przyciggania nie sg atraktorami. Nazywane sg wyjatkowymi zbiorami
granicznymi (albo nieprawdopodobnymi zbiorami granicznymi).

Basenem nazywamy zbiér przyciggania atraktora. W typowym przy-
padku (wigcej niz jeden atraktor) portret fazowy moze by¢ podzielony na
rozne baseny, ktorych brzegi — separatrysy, to punkty nienalezace do base-
nu atraktora.
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